一道含参不等式恒成立问题的三种解法

甘肃省民乐县第一中学   李虎桂
    含参不等式的恒成立问题越来越受到高考命题者的青睐，由于新课标高考对导数应用的加强，这些不等式的恒成立问题往往与导数问题交织在一起，这在近年的高考试题中不难看出这个基本的命题趋势。.对含有参数的不等式，其破解方法主要有：分离参数法、主参换位法、数形结合法、函数性质法、导数分析法、最值定位法、构造函数法等。在高三数学复习备考工作中，我们经常会遇到与函数有关的含参不等式恒成立问题，对于这一类问题解法非常灵活、巧妙，且难度很大，学生往往会望而生畏，不能进行正确完整地解答，甚至是放弃不做。鉴于此，笔者通过下面一道习题的三种解法，从而让各位同行与学生能总结出这类问题的一般解题规律与方法，以达到真正掌握的目的。

题目：已知函数f(x)=
[image: image99.png]


. 

（1）求f(x)的单调区间；

（2）对
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 EMBED Equation.3  [image: image3.wmf]0
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ax+1恒成立,求实数a的取值范围。

解：（1）f(x)的定义域为R。

f′(x)=- 
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令f′(x)>0,得 x>-1; f′(x)<0,得 x<-1.
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f(x)的减区间为(-∞，-1)，增区间为（-1，+∞）。

下面主要介绍第（2）问的三种解法：

方法一（分离参数法）：

分离参数法是解决含参问题的基本思想之一，对待含参的不等式问题在能够判断出参数系数正负的情况下，可以根据不等式的性质将参数分离出来，得到一个一端是参数，另一端是变量表达式的不等式，只要研究变量表达式的性质就可以解决问题。
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         （ⅰ）当x=0时，a 
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         （ⅱ）当x<0时，
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         令g(x)= 
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         g′(x)=
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         令h(x)=-e
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         h′(x)=e
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 g′(x)=
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g(x)在 (-∞，0)上递增。
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g(x)< 
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由洛比达法则，得
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 g(x)< e-1
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 e-1
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 综上所述，a的取值范围是R
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点评：按未知数分类讨论求参数取值范围时，最后将各类的结果求交集。

方法二（分类讨论法）：

“分类讨论数学思想”是依据数学对象本质属性的异同,选取适当的标准不重复不遗漏地将其分为若干类,然后逐类进行讨论来解决问题的一种数学思想方法,它是数学发现的重要手段,它是解决数学问题的一种重要思想方法。它体现了化整为零，积零为整的思想与归类整理的方法。它能揭示数学对象之间的内在规律，有助于学生总结归纳数学知识，使所学知识条理化。有关分类讨论思想的数学问题具有明显的逻辑性、综合性、探索性，能训练人的思维条理性和概括性，所以在高考试题中占有重要位置。

解分类讨论问题的实质：将整体问题化为若干个部分来解决，化成部分后增加了题设的条件，从而将问题解答进行到底，这正是我们要分类讨论的根本原因。
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（ⅰ）当
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g(x)在 (-∞，0
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g(x)
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（ⅱ）当e-a>0, 即
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  令g′(x)>0,得x>-ln(e-a)

令g′(x)<0,得x<-ln(e-a)
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g(x)在 (-∞，-ln(e-a))上递减，在（-ln(e-a)，+∞）上递增。
又
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 g(x)的图像过点（0，0）
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image65.wmf]1
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    综上所述，a的取值范围是
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点评：按参数分类讨论求参数取值范围时，最后将各类的结果求并集。

 方法三（数形结合法）：
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数形结合是一种重要的数学思想方法，其要点是“见数想形，以形助数”以达到解决问题的目的，数形结合是破解含参不等式恒成立问题的又一主要方法．
令 g(x)=ax+1

       f(x)
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由（1）知：f(x)的大致图像与g(x)的符合条件的图像  如图所示(f(-1)=0).

由图像得，a
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 a的取值范围是
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提示：f(x)在R上的图像需要研究其凹凸性，否则容易得到错误的结论a
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f(x)在(-∞，-1)上向下凸，在（-1，+∞）上也向下凸。
     跟踪训练：

1、已知函数
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（答案：实数a的取值范围是
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     4、（2013年全国新课标卷一） 已知函数
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（答案：D.此题考查了导数的几何意义，方法是数形结合法，类同于上例中的方法三）
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